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摘要 

本文回顾计算机仿真试验设计的主要两种方法：拉丁超立体抽样和均匀设计，

在过去二十五年的发展，特别是均匀设计的发展，包括均匀设计的优良性研究、

新的均匀性测度、均匀设计表的构造，以及均匀性在因子设计中的应用。 
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1 历史回顾 
廿世纪七十年代，在系统工程、高科技发展的推动下，计算机仿真 (仿真) 试
验   (computer experiments) 的需求十分强烈，迫切要求高质量的试验设计。于是
计算机仿真试验设计 (Design of computer experiments) 在那时成为一个最有挑战
的课题。在北美洲，三位学者  (McKay, M.D., Beckman, R.J. and Conover, W.J. 
(1979))在 “Technometrics” 提出了“拉丁超立方体抽样” (Latin Hypercube Sampling) 
(简称 LHS) 的方法，并立即得到广泛的应用，一批学者对其理论和方法作了系统
地研究和发展，形成了一个独立的分枝。差不多在同一时间，在中国，我和王元

院士提出了“均匀设计” (Uniform Design) (简称 UD) 。文章最初在 1978年发表在
中国科学院数学研究所的内部通讯，后来中、英文稿分别发表在《应用数学学报》

和《科学通报》。那时，中国正处于文化大革命刚结束，百废待兴的时代，学术上

与世界几乎隔绝。有趣的是，LHS和 UD有异曲同工之处。表现于: 
(A) 两种方法均将试验点均匀地散布于输入参数空间，故在文献中广泛使用术语 

“充满空间的设计” (space filling design) LHS给出的试验点带有随机性，故称为抽
样；而 UD是通过均匀设计表来安排试验，不带有随机性。 

(B) 两种方法的最初理论均来自“总均值模型” (Overall Mean Model) LHS希望试
验点对输出变量的总均值提供一个无偏估值，且方差较小，而 UD 是希望试验点
能给出输出变量总均值离实际总均值的偏差最小。 

(C) 两种设计均基于 U-型设计。 
(D) 两种设计能应用于多种多样的模型，且对模型的变化有稳健性。 
经过了廿多年的发展，两种不同思路的方法是分道扬镳，还是相互补充，相

互融合呢？本文想作一些回顾和讨论。为此，我们需要介绍两种方法的思路、模

型、方法和应用。 
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2 总均值模型 

设输入变量 与输出变量有一个确定性的关系 sxx ,,L1

( ) ( ) .,,x,,,  11
s

ss Cxxxxfy ∈== LL       (2.1)  

这里假定试验区域为单位立方体 ，变量 y在C 上的总均值为 [ ]ssC 10,= s

( ) ( )∫= sC ss dxdxxxfyE ,,,, LL 11        (2.2)  

若在C 上取了 n个试验点， ，y在这 n个试验点上的均值为 s
nx,,x L1

( ) ( ) , 1
1
∑
=

=
n

i
in f

n
Dy x         (2.3)  

此处 代表这 n个点的一个设计。 { nnD x,,x L1= }

LSH方法是用抽样的方法来选取 使相应的估计nD ( nDy )是无偏的，即 

( )( ) ( , yEDyE n = )  

且方差 ( )( nDy

,x L1

)Var 尽可能地小。McKay, Beckman and Conover  (1979) 指出 LSH

比简单随机抽样要好，即前者所获得的总均值比后者有较小的方差。若设计点集

中的点 独立同分布，遵从C 上的均匀分布，相应样本均值randomD nx, s ( )randomDy

是 的无偏估计，其方差为(yE ) ( )( ) nf xVar ，其中 x在 上均匀分布。如果试验点
同分布，但相互之间有相关性，得 

sC

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ,  Cov1VarVar 21 nffnnfDLHS x,xx −+=     (2.4)  

右边第一项是随机抽样时样本均值的方差，故 ( ) ( )( ) nfDLHS xVarVar < 当且仅当

( ) ( )( ) 0Cov 21 <nff x,x 。LHS 就是设计试验点使 ( ) ( )( ) 0Cov 21 <nff x,x 。具体做

法如下。为了便于理解，设 n=8, s=2，LHS布点的步骤如下： 
 
(1) 将试验区域 (不失一般性可设为单位正方形)，每边均分 8份，故单位正方形
被分成 64=82个小正方形。 

(2) 随机地取 (1,2,…,8) 的两个置换，例如 (2,5,1,7,4,8,3,6) 和 (5,8,3,6,1,4,7,8) 

 12



将它们排成一个矩阵，得 。由矩阵的每一行 (2,5)、(5,8)、…、(6,2) 决

定了 8个小正方形，如图 1 (a)，我们看到，每行、每列有一个小正方形。 
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(3) 在已选中的 8 个小正方形上分别选点，使小正方形中的每个点被选中的机会
相等，于是得图 1(b)的结果。这 8个点就是一个 LHS。 
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 (a)           (b)  
图 1  LHS  (n=8, s=2) 

理论上可以证明，LHS的样本均值的方差为 

( )( ) ( )( ) , 01Var1Var >





+−= c

nn
cf

n
Dy LHS ,x ο       (2.5)  

故 LHS比随机抽样的方案好，因为其样本值有较小的方差。 
均匀设计也是考虑了  “总均值模型 ”，由数论方法中著名的

Koksma-Hlawka不等式，可得， 

( ) ( ) ( ) ( ) , nn DDfVDyyE ≤−        (2.6)  

式中 V (f) 是函数 f在C 上的总变差，函数 f平稳，V (f) 则小，函数 f波动大，

V (f) 则大；D 为点集在 在 上的偏差，偏差是度量点集均匀性的一种

测度。显然，我们希望 越小越好，即点在C 上散布越均匀越好。仍以

n=8, s=2为例，UD构造的步骤如下： 

s

D

( nD ) nD

( )n

sC

D s

 
[i] 将试验区域每边均分 8份，共得 个小正方形。 6482 =
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[ii] 考虑在 64个小正方形中选取 8个小正方形，使得每行每列恰有一个小正方形。
这种取法共有 种，对每一种取法，将试验

放在小正方形之中心。然后比较这幺多设计的偏差 (即均匀性)，使偏差达到
最小的一个即为均匀设计。 

40070262514032088 2 ,,,!! ≈=×=N

 

图 2  均匀设计 (n=8, s=2) 
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LHS及 UD的构造均需要 U-型设计的概念。 
定义一： 有 n次试验，s个输入变量的任一个 U-型设计可表成一个 n×s的矩阵，
第 j (j=1,…, s)  列的元素由 1, 2,…, qj 组成，且这 qj个数出现的次数相同。该设计

记为U 。若某些 q( sqqn ××L1; ) j 相等时，该设计为 ( )mr
m

r qqn ××L1
1;

( )sqn;

U ， 为

正整数，且 。当 时，记为U 。 

mrr ,,L1

s=rr m++L1 qqq s ===L1

 在文献中，U-型设计又称为均衡设计 (Balanced design) 或格子点设计 (Lattice 
design)。 
 
3 LHS的发展 

LHS在西方十分流行，有关的文章很多，综合评述的文章不少，如 Sack, Welch, 
Mitchell and Wynn (1989), Betes, Buck, Riccomango and Wynn (1966), Koehler and 
Owen (1996)。熟悉随机抽样的人都知道，随机抽样的表现不稳定，故 LHS提供的
设计，有的很好，也有的很差。例如图 3 (a) 的设计很好，图 3 (b) 的设计很差。
于是需要进一步来改进。其改进的思路列举如下： 
(1) 中心化的 LHS  (Centered LHS or Midpoint LHS) ：研究发展 LHS中的步骤 (3) 
并不重要，不如免去在小立方体上抽样，而将试验点放小立方体的中心。以后

讲到的 LHS均为中心化 LHS。 
(2) 对称 LHS  (Symmetric Latin Hypercube) ：人们发现，比较好的 LHS有某种对
称性。图 3给出了两个 LHS  (n=6, s=2 ) 。显示 (a) 的设计比 (b) 均匀，它们
若用矩阵来表示则为 
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注意，D 的第一行与第六行之和，第二行与第五行之和，第三行与第四行之和均

为  (7,7)，而 不具有这个性质。前者称为对称性的 LHS。有关中心化和对称

的 LHS的介绍和算法，可参见 Ye, Li and Sudjianto (2003)。 

16−

16−D

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 (a)         (b)  
图 3  对称和非对称的 LHS 

 
(3) 列正交的 LHS：如果将设计表的水平安排成零对称，两个列的内积如为零，则
这两个称为正交。若一个 LHS的任两列都列正交，则有一系列好的性质。表 1
就是一个列正交的 LHS。详见 Ye (1998)。 

表 1  列正交 LHS 
No 1 2 3 4 
1 1 -2 -4 3 
2 2 1 -3 -4 
3 3 -4 2 -1 
4 4 3 1 2 
5 0 0 0 0 
6 -4 -3 -1 -2 
7 -3 4 -2 1 
8 -2 -1 3 4 
9 -1 2 4 -3 
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(4) 将正交设计或均均设计随机化：这一想法是大大缩小 LHS抽样的范围，即只在
好的设计中抽样。所谓的 OA-based LHS是将正交设计随机化，而  (t,m,s)  一
网的随机化  (randomly permuted  (t,m,s) -net)  是将均匀设计随机化。这一方
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法可使均值 ( nDy )的方差降至 

( )( ) .,x  010var1
2

3 >







+− d

nn
df

n
 

(5) 最优 LHS (Optimal LHS)：改进 LHS的另一办法是外加一个准则，用此准则来
筛选 LHS，求得在此准则下最优的设计。在文献中，流行的准则有 IMSE (总均
方差)、熵 (Entropy)、极小极大 (Minimax)、极大极小 (Maximin) 距离，以及

在此基础上定义的 准则等。这一类的方法，是选定一个准则 (如上述中的一

个)，然后在所有 U-型设计中找一个使该准则达到最优者，这就是我们追求的
Optimal Latin Hypercube Design。详细讨论可参见 Koehler and Owen (1969)。显
然，如果选均匀性作准则，则相应的最优设计就是均匀设计。这时，LHS 和
UD 两种不同的思路达到异途同归。美国福特公司的工程经理 Agus Sudjianto
博士正是用这种方法将 LHS和 UD组合在一起放在他们的软件包中。而且，他
们发现，如果均匀性准则取中心化偏差，在上述诸准则中，以均匀设计最好计

算，这也是他们近几年来使用均匀设计的原因之一。 

pφ

 
4 均匀设计的发展 
由于均匀性准则是个几何准则，与统计推断似乎无关，故均匀设计的理论发

展比 LHS的理论要艰难得多。在过去的十年中，均匀设计的理论和方法有一个飞
跃的发展，表现在： 
(1) 均匀设计的优良性 

“总均值模型” 虽然在发展 LHS及 UD起了关键性的作用，但是一个试验的结
果，仅仅估计总均值是远远不够的。绝大部份试验的目的，是通过试验数据来

建立一个近似模型  (有解析表达、好计算)   

( ) ( ,xˆ,,ˆ  1 fxxfy s == L )        (4.1)  

用它来逼近原模型 (2.1) 。如果，对预先给定的δ>0，能使 

( ) ( ) . 11
s

ss Cxxfxxf ∈<− x,,,ˆ,, δLL  

该近似模型就十分理想。在文献中，常常取 

( ) ( ) ( ) , 11 xxxˆ
mm fff ββ ++= L        (4.2)  

其中 为已知函数， 是欲估的参数。如果能找到这样的

，什幺样的设计是最好的呢？谢民育和我 (Xie and Fang (2000)) 运用

统计决策理论的思想和方法，证明了均匀性测度是允许的，minimax 的而且在

mff ,,L1

mf,

mββ ,,L1

f ,L1
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一定的条件下是最优的。 
当 (4.2) 不能很好近似真模型 (2.1) 时，稳健设计的思想是考虑 

( ) ( ) ( )xxx hffy mm +++= ββ L11        (4.3)  
这里h 表示拟合不足的部份。稳健设计的思想是假定 来自一个函数类H

中，来找一个设计达到最好。众所周知，均方误

是公认的用来衡量 近似 质量的标准。由于 的任意性，在文献中

常用“平均均方误”和“最大均方误”作为准则，前者是 在 H 中的

平均，后者是 。Hickernell (1999) 证明，均匀设计在这两个准

则下均是最优的。 

( )x ( )xh

),hn =

( )x

DMSE

( ( ) ( )[ ] xxˆx dffD
2

MSE ∫ −

h

( )hn , ∈h

( )xf̂

[MSE

( )xf

)h(Dn ,max ]

)

}

Wein (1991) 也考虑模型 (4.3) ，在试验有重复时，对近似模型 (4.1) 可作 
“lack of fit test”，并以 (4.3) 作备择假设。在一定的函数类H下，他定义了两
个准则，并证明均匀设计在两个准则下都是最优的。上述理论的建立使均匀设

计建立在更加坚实的基础上，表现均匀设计对建立近似模型 是最好的。 (xf̂

最近，Hickernell and Liu (2002) 指出 “当用线性模型来拟合数据时，混杂
现象不利于模型系数的估计以及确定回归中的项是否显着。如果模型已知，最

优设计能给出回归系数的有效估计；稳健试验设计则留心模型的不确定性给回

归系数的估计带来的不精确性。虽然很难要求一个设计既是有效的，又是稳健

的。但我们将指出均匀设计可限制混杂现象所带来的影响，能提供一个合理的

有效及稳健的估计。” 
(2) 均匀性的度量 
王元和我二十五年前在提出均匀设计时，用 “星偏差” (star discrepancy) 作为均
匀性的度量，因为星偏差广泛用于数论方法 (或伪蒙特卡罗方法) 之中，星偏
差正是分布似合检验中的柯尔莫哥洛夫—斯来尔洛夫统计量。由于星偏差不便

于计算，我们采用一种近似的算法。Hickernell (1998) 指出，星偏差及 偏

差对坐标系的旋转缺乏不变性。于是他改用泛函分析的工具 — 希尔伯特再生
核空间，来定义均匀性测度。 

−pL

设 为点集ℵ上的均匀分布， 是点集 的经验分布

函数。他们之间的距离可通过泛函分析中的模 

( )xF ( )xnF { nnD x,,x L1=

( ) ( )xx nF−F

)

 来定义。如果用

再生核空间，设核函数为对称和非负定的 ，则文献中各种偏差均可表为 ( tx,K

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] .ttxxtx,,  nnn FFdFFdKKDD −−= ∫ ∫
ℵℵ
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通过取不同的核函数 ，及不同的试验点区域ℵ，可获得不同的偏差。当
为单位立方体时，Hickernell (1998) 提出了好几种偏差，其中以中心化 偏

差 (centered discrepancy)，可卷 偏差 (wrap-around discrepancy) 
具有好的性质： 

( tx,K )
ℵ −2L

−2L −2L −2L

(a) 对坐标系旋转有不变性； 
(b) 便于计算； 
(c) 与因子设计中的许多准则有紧切地联系。 

当ℵ为
s

q
q

qq 





 −
2

12
2
3

2
1 ,,, L 时，可获得散差偏差 (discrete discrepancy)。这三种

新偏差的提出，特别是离散偏差的提出，使均匀设计与因子设计的研究相互渗

透，相互促进。详细讨论可见 Fang, Ge, Liu  (2002b), Hickernell and Liu (2002)。 
 
(3) 均匀设计表的构造 
均匀设计表的构造，有如下的方法： 
[1] 好格子点法 (good lattice point method)：由王元院士和我首先使用，这是数
论方法中最经典的方法，由 Korobov于 1959年提出，至今仍是一种实用而
可行的方法。后来，许多学者对此法有很多改进。 

[2] 拉丁方法：由 Fang, Pan, Shiu (1999) 提出。 
[3] 正交表扩充法：由方燕 (1995)  提出。 
[4] 折迭法 (collapsing method) ：是将两个均匀设计表，用 Kronecker乘积的方
法折迭在一起。设 U和 V分别为 及 的均匀设计表，令 sn× tm×

( )nm 1VU1D VU, ⊗⊗= M  

式中 为 且元素均为 1 的间量， 表示 Kronecker 乘法。方开泰和覃

红  (Fang and Qin  (2003) )  证明用这种方法构造的设计有较好的均匀
性。例如 

m1 1×m ⊗
















=








=

13
22
31

12
21

V,U  

则        .D ,   

1312
1321
2212
2221
3112
3121



























=VU

 18



[5] 切割法  (cutting method) ：用好格子法中的指数生成间量法来生成均匀设

计表U 的计算量很小，当 p为素数时，相应的表U 有很好的均匀

性。马长兴和我  (Ma and Fang  (2003) )  提出了所谓的“均割法”，从 p个

点中取出n 个点，则可构造出一个U 的表。从一个U 出发，

可获得多个不同 n的U 。 

( s
p p ) )

) ) )

)

)

)

( s
p p

( p<< ( s
n n ( s

p p

( sn
[6] RBIBD 法：可分解的平衡不完全区组设计 (resolvable balanced incomplete 

block designs) 在过去的几十年中有系统的理论和丰富的设计。我和我的合
作者们葛根年、刘民千、殷嘉兴、覃红以及陆璇和他的合作者建立了 RBIBD
和均匀设计之间的联系，通过这个联系可将许多己获得的 RBIBD转化为均

匀设计表U 或一些混合水平的表。这些表是在离散偏差下达到最优。

有关的研究可类似地用于构造超饱和设计，所谓超饱和设计是指试验的数

目少于欲估的参数的数目 (主效应、交互效应、误差方差等) 。有关的讨论
很多，可参见：Lu and Meng (2000), Lu and Sun (2001), Fang, Ge and Liu 
(2002a; b), Fang, Ge and Liu (2003), Fang, Ge, Liu and Qin (2002, 2003), Fang, 
Lin and Liu (2003) 等。 

( n
n q

[7] 翻转法：翻转法 (foldover) 常用于二水平的试验，例如一个 ，通过翻

转可以变为 ，使得得后者的分辨率 (resolution) 可以提高一个等级。

均匀设计也可通过翻转法来扩大，以及作序贯均匀设计。Ye (1998) 给出了
一种方法，但更一般地情形尚有待进一步研究。 

( 3
4 2L

( )3
8 2L

[8] 数值优化法：求均匀设计是一个典型的优化问题。我和 P. Winker (Winker and 
Fang (1998) ) 用门限接受法，以星偏差为均匀性测度求得一批均匀设计表。
后来，我们 (Fang, Ma and Winker (2002)) 用中心化偏差 (Fang and Ma 
(2001)) 用可卷偏差，也获得了许多均匀设计表。最近 Fang, Lu and Winker  
(2003)  对二水平及三水平的均匀表其中心化 偏差的下界给了一个估计，
从而加速了计算的过程。 

2L

 
(4) 均匀性在因子设计中的应用 
均匀性表面上是一个几何的准则，但它在统计推断中仍有丰富的内涵。在过去

的八年中，这些丰富的内涵被逐一地揭示出来。下面将介绍其中的一部份： 
[1] 均匀性与字长：在正规的因子设计中，字长用来刻划一个因子设计有关主效
应和交互效用的混杂情形。若一个 s因素二水平设计 D，其试验数为

的正规试验，它的 s 个字长组合一个向量W 。

两个重要的准则“最大分辨力”和“最小低阶混杂”都是 W (D) 的函数。它们的

psn −= 2

( )( )DAs( ) ( ) ( )DADAD ,,, L21=
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定义可参见方开泰、马长兴 (2001)  §2.7。这两个准则似乎与均匀性亳不
相关，有趣的是我们 (Fang and Mukerjee (2000)) 对正规的 的因子设计
D，给出了它的中心化 偏差和字长间的解析关系 

ps−2
−2L

12
13









s

( ) ,,L

−2L

−2L

( )[ ] ( )
. 

9
1

9
8

32
352

1

2








+






+






−= ∑

=

s

i
i

i
ss DA

DCD  

由这个关系不难看出均匀性和最小低阶个混杂准则很相近。随后我们 (Ma 
and Fang (2001)) 将上述关系推广至非正规因子设计和可卷 偏差。在因

子设计的研究中，长期以来人们停留于正规设计，因为非正规因子设计那

时没有字长的定义。而均匀性既可用于正规设计，也可用于非正规设计，

显示了它的优势。直至 2001年，Ma and Fang (2001) , Xu and Wu (2001) 同
时将字长由正规因子设计推广至非正规因子设计，但字长的计算比均匀性  
(如中心化 偏差)  的计算复杂。均匀性的上述简单性和普遍性显示了它
的优点。但均匀性的数值大小有时不易直接给出统计推断的意义。如正交

表 和均匀正交表UL 的前三列的平方中心化 偏差分别为

0.050059和 0.0493645，它们之间均匀性的差别说明了什幺？如果仅仅是看

它们的数值，只能讲均匀正交表的均匀性比通常的 好，不能得到更多

的 性 质 。 我 和 覃 红  (Fang and Qin (2002)) 提 出 了 一 个 向 量

，称为 “均匀性指针” (uniformity pattern)。该向量具有

字长型 W (D) 的优点，又有均匀性的通用性。用这个工具，可以方便地比
较各种设计。 

−2L

MIs,

( 4
9 3L

( )DMI ,1

) )( 4
9 3

)

( 4
9 3L )

( )( DL

[2] 均匀性与正交性：常见的大多数正交表是强度为 2的正交数组，这些表要求
一维和二维的投影均匀性，而均匀设计表是要求一维和 s维的投影均匀性。
其间必有许多联系，也有许多差异。 
(a) 我和Winker在 1998年发现，常用的许多正交表是在中心化 偏差下

的均匀设计，可以通过优化计算来获得，并提出一个猜想：“一切正交表
均是一定均匀性测度下的均匀设计”。后来，我们发现这个猜想是不对的，
但在一些特殊情形下是对的，Ma, Fang and Lin  (2003)  给予了详细的
讨论。 

−2L

(b) Fang, Ma and Mukerjee (2001) 对一个部分因子 设计 D，定义了一个

正交性的向量 ( ，其中 表示设计 D与强度为 1的正

交性偏差， 表示设计 D与强度为 2的正交性偏差，⋯。我们在文

中给出了中心化 偏差，可卷 偏差表为 ( )的解析函

psq −

DB1

( )DBDB s1

( )D2

−2L

) ( )DB1

B

−2L ( ) ( )DBs,,L
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数。 
(c) 均匀性的正交表：如果一个设计既是均匀又是正交设计 D，则称为均匀

正交设计。我和马长兴在《正交与均匀试验设计》一书中，对 和

进行了比较，指出，UL 能减少混杂。 

( 4
9 3L )

)

)
)

)

)

)

)

)

)

)

( )4
9 3UL ( 4

9 3

[3] 均匀性与正交表的同构性：用 表示安排 s个 q水平的因素并用 n次
试验的设计。两个 的设计 和 称为同构，如果通过试验次序的交

换，因素排列的置换，以及一个或多个因素水平的置换，能将一个设计变为

另一个设计，则称为这两个设计同构。要识别两个 的设计是否同构，

要比较n 对 d 的设计，故是一个计算很复杂的问题，在文献中

快速的算法不多。Ma, Fang and Lin  (2001)  利用设计点的均匀性和投影均
匀性给出了一个算法，可以有效地鉴别不同构的设计。将这一思想发挥，Fang 
and Ge  (2003)  给出了一个有效算法来识别不等价的哈打马矩阵，并首次
发现，36阶的哈达马矩阵至少有 392个不等价。 

( sqnd ,,

1d( sqnd ,,

( sqn ,,

2d

( sqnd ,,

( ) !!! sq s

[4] 均匀性用于构造超饱和设计：若一个设计的试验点数少于欲估计的参数 
(主效应、交互效应等) 个数，该设计称为超饱和设计。超饱和设计常用来
筛选因素。为了构造超饱和设计，文献中提出了许多准则，如 , , 

, 等，Fang, Lin and Liu (2003) 指出，在二水平时 与

等价，在三水平时 与 等价。Fang, Ge, Lin (2002a) 指

出，在二水平时离散偏差与 等价，在三水平时，离散偏差与 等

价，也与  (参见 Lu and Sun (2001)) 等价。而离散偏差可以用于多水
平和混合水平的情形，故在上述文献中，利用可分解的平衡不完全区组设

计与均匀设计的关系，可以构造出一大批超饱和设计。 

( )2sE ( )2χAve

( )NODf

( )2χAve

( )2fAve

( )2sE

( NODfE

( )2dE

E

( )NODfE

( 2sE

( 2χAve

 
5 建模方法  (Modelling)  
在计算机仿真试验中，欲通过试验数据寻找一个近似于真模型 (2.1) 的近似

模型 

( sxxfy ,,ˆ L1=         (5.1)  

在文献中对 有好几种术语，如“Approximate model”, “metamodel”, 

“model of the model”。方开泰、马长兴 (2001) 在书中详细讨论了用多项式回归模
型、人工神经网络、多元样条函数等方法来建模。在实践中，线性模型 

( sxxf ,,ˆ L1

( ) ( )xx mm ffy ββ ++= L11       (5.2)  
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是大多数学者采用的近似模型，式中 已知， 未知。由于可能组

成的 数量很多，回归分析中各种筛选变量的技术十分需要，除了众所周知

的“向前法”、“后退法”、“逐步回归法” 及“最优子集法”外，由范钊青和李润泽 (Fan 
and Li  (2001)) 提出的一种新的惩罚函数 (penalized function) 方法具有很好的性
质。李润泽  (Li (2002)) 利用这一方法进行了两个均匀设计案例的研究。 

mff ,,L1 mββ ,,L1

mff ,,L1

 Kriging方法为许多学者所推崇，它是在模型 (5.2) 的基础上，加了一项平稳
高斯过程  ( )xz

( ) (∑
=

+=
m

j
ssjj xxzxxfy

1
11 ,,,, LLβ )

)

)

      (5.3)  

使得在试验点上真值与估计值相等，故这一方法本质上是一个插值的方法。高斯

程 中有一些未知参数 ， ，我们要同时估计 ， ， 。

在软件包 MATLAB 中已有 Kriging 的软件 (MATLAB BOX) 。Li and Sudjianto  
(2003) 给出了利用 Kriging方法建模的均匀设计案例研究，这是美国特汽车公司的
一个实验。 

( )xz tθθ ,,L1
2σ tθθ ,,L1

2σ mββ ,,L1

  
 Morris, Mitchell and Ylvisaker (1993) 在 Kriging模型的框架下提出了一个贝叶

斯算法，该方法要求 y对每个输入变量 的方向导数，故许多案例是不可行的。 jx

考虑到计算机试验不存在随机误差，许多统计方法直接应用有困难，为了建

模，建立了一套 “Sensitivity Analysis”，其思想是将原模型分解 

( ) ( ) ( ) ( ss

s

i

s

ji
jiijiis xxfxxfxffxxfy ,,,,, LLL L 12 1

1 1
01 ∑ ∑

= <=

++++==   (5.4) 

希望这种分解可有助于将函数的变化能类似于方差分析中的平方和分解。不失一

般性，设试验区域为单位立方体。为此，Sobol (2001) 引进了 ANOVA分解，他要
求函数已中心化，即 

( ) .,,,,, kjdxxxf
jkk ttttt LLL 10   

1

0 11
==∫    (5.5) 

这时，(5.4) 中的诸项可以方便地求得，如 

( )
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( ) ( )
[ ]

( ) ( ) ( ) ( )
[ ]∫ ∏
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∫
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≠
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10 110
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jjiiksjiij

ik
ksii
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xfxffdxxxfxxf

fdxxxfxf

dxdxxxff

,
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,,,
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,,

L

L
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 这里 相当于总平均， 相当于变量 的主效应，0f ( ii xf ix ( )jiij xxf , 相当于变量 ix
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和  的交互效应，…。然后，他又引进 “方差” 的概念 jx

( )
[ ]

, 
10

2
011

2∫ −= ss fdxdxxxfD ss,
,, LL  

并证明方差有平方和分解 

∑ ∑
= <<

=
s

k tt
tt

k

k
DD

1 1

1
L

L  

其中 

,
111

2∫= kkk tttttt dxdxfD LLL  

考核变量的主效应，用 

sk
D
D

S k
k ,,1, L==  

的大小，考核 和 的交互作用，用 ix jx

. 
D
D

S ij
ij =  

一般地，考核 的交互作用，用 
k1 tt xx L,

. 1

1 D
D

S k

k

tt
tt

L

L =  

上述的 称为敏感指针 (sensitivity indices)，用它可以来分析因素主效应

和交互作用的重要程度，并删去不重要的主效应和交互效应，从而用剩余的项组

成一个近似模型。在上述的分析中，要计算许多高维积分。在文献中，发展了一

套算法称为 FAST (Fourier amplitude sensitivity test)。该方法，是通过一个 Fourier
变换，将高维积分变为一维积分，详细讨论可参见 Saltelli and Bolado (1998)。 

k1 ttijk SSS L,,

由于建构的复杂性，尽管学者们发展了许多方法，但仍然远远不能满足于实

际的需要，这是一个很有挑战性的研究方向。 
 
6. 应用 
均匀设计的应用日益广泛，成功的案例与日俱增，读者不难从各种文献库中发现

这些案例。近年来，均匀设计走向国际，有关均匀设计和均匀性的文章在国际刊

物上已发表了几十篇，包括国际上顶尖的一些杂志，如  “Biometrika”、
“Technometrics”、“Mathematics Computation”，SIAM 的刊物等。特别令人鼓舞的
是，美国福特汽车公司正将均匀设计作为他们推行 6 Sigma，以及研制新型引擎的
常规方法，福特汽车公司的工程经理 A. Sudjianto，邀请我去夏和今夏去福特汽车
公司讲学，并合作课题，他在邀请信中讲道：「In the past few years, we have 
tremendous in using Uniform Design for computer experiments. The technique has 
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become a critical enabler for us to execute “Design for Six Sigma” to support new 
product development, in particular, automotive engine design. Today, computer 
experiments using uniform design have become standard practices at Ford Motor 
Company to support early stage of product design before hardware is available. We 
would like to share with you our successful real world industrial experiences in 
applying the methodology that you developed. Additionally, your visit will be very 
valuable for us to gain more insight about the methodology as well as to learn the latest 
development in the area.」。福特汽车公司是美国最大的汽车公司，均匀设计在福特
汽车公司的运用成功，将会产生巨大的回响。 
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